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FLEXION SIMPLE

En estructuras de edificacion se utilizan con gran frecuencia

vigas rectas —que ademas suelen ser de seccion constante—

y estan sometidas a acciones perpendiculares a su directriz.

Aunque las estructuras trianguladas formadas por barras

, comprimidas y extendidas que pueden ser dimensionadas

‘ estrictamente, por lo que consumen menos material, la facilidad
de fabricacién de las vigas de alma llena —seccion conexa—

compensa en términos econémicos.

L] | S Se trata pues de resolver el problema de asegurar la resistencia

7
\) de una viga cuyas graficas de momentos y cortantes son

conocidas.

El calculo de la distribucién de tensiones en cada seccion es
siempre un problema tridimensional de complicada solucién
exacta. En la practica se hacen de entrada las siguientes

hipotesis simplificadoras:

1. El material se encuentra en periodo elastico y presenta

exacta proporcionalidad entre tensiones y deformaciones.

2. Tanto [as tensiones en el plano perpendicular al habitual
de dibujo como las correspondientes a la aplicacion directa
de las cargas son irrelevantes:

o,~0,~1 ~1,~0, de forma que s6lo quedan como

tensiones significativas 6, T, T

xz’> Tzx

Se puede asi tratar la cuestion como un caso de estado plano

de tension en el que ademds se asume que 6, ~ 0

- L Tensiones L ., . .
e nulas La solucion del problema requiere emplear un sistema de
| RN ecuaciones en derivadas parciales que debe ser resuelto en
1 - '\\ T
J o \Tj ’ b
o términos de los movimientos
Tensiones !

significativas
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3. Parafacilitar ain mas la solucidn, desde el siglo XIX se
introduce una nueva simplificacion: la hipotesis de Navier,
que aunque conduce a incoherencias en el cuadro final de
deformaciones, proporciona resultados suficientemente
aproximados para la practica habitual y permite establecer
una relacion directa entre solicitaciones y tensiones. Asi
se pueden hallar con un aparato matematico muy moderado
las tensiones maximas ¢_, y 1_, y comprobar que en el
modelo elastico no son mayores que el valor de
comprobacion del material, f, estableciendo como criterio

de validez de una solucion dada: 6, <f

HIPOTESIS DE NAVIER

Llamando directriz de una pieza a la linea que une los centros

de gravedad de sus secciones:

La deformacion de una barra ocurre de modo que los puntos
que se encuentran en un plano perpendicular a la directriz
antes de la deformacion, estardn en un plano perpendicular a

la directriz de la barra deformada.

« La hipétesis solo es valida para barras con una esbeltez
mayor de 5 y no se verifica en las zonas distantes menos de

un canto de barra de los apoyos.
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R - CURVATURA LOCAL

e
/N

La consecuencia inmediata de la hipotesis de Navier es un

L modelo de deformacion en el que una rebanada de pieza

experimenta una curvatura.

En lo que sigue para mayor facilidad de comprension se supone

una barra de directriz recta, —es decir, una viga recta—.

Se demuestra mas adelante que el plano que pasa por los centros
de gravedad de las secciones no experimenta ninguna
dilatacién. Se llaman fibras neutras al material contenido en
este plano y linea neutra a su interseccion con el plano de la

seccion.

Elmodelo de deformacion implica que la fibra mas alejada de
la linea neutra es la que mas se deformard, y llamando v a la
distancia desde la linea neutra al punto de la seccidén mas alejado
de ésta en la direccidn de las cargas, se puede establecer una
sencilla relacion geométrica que permite determinar el radio

de curvatura R y su inversa, la curvatura local, 1/R.

Utilizando la semejanza entre los triangulos rayados:

€

. max

1
R v R v

Si la seccion de la viga es simétrica:

| v=2 la formula queda] ~ = > Cei
2y a formula queda: R

¢
i
JERE R

También se puede expresar la relacién de una tercera forma
) que puede ser Gtil en casos en que la viga se componga de

I /\ materiales distintos, como el hormigdn armado:
| P (s, +sz)d

|
1
i
|
;o
[
i
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DISTRIBUCION DE TENSIONES NORMALES (c)

-—En lo que sigue, para respetar la nomenclatura usual en los
textos, se permite una licencia respecto al sistema de

coordenadas:

aunque lo correcto seria usar las coordenadas x y z, siendo z la
vertical; como raramente se tratan a la vez las propiedades de
la seccion y las de la pieza, se suele llamar “y” a la coordenada
vertical y siempre “x” a la horizontal, de manera que el eje xx
sera unas veces la directriz de la piezay otras el eje horizontal

de la seccidon—

Una vez establecido el modelo de deformaciones, es evidente

que a ella corresponde una distribucién lineal de tensiones.
Una primera aproximacion al problema es la siguiente:

si se hallan las resultantes de las compresiones ¥~ y la de las

tracciones F*, ambas deben ser iguales en valor absoluto:

L=l

para que haya equilibrio de fuerzas horizontales.
Ademas, para que haya equilibrio de momentos:
Fxz=M
Se llama brazo de palanca “z” a la distancia entre los puntos

de aplicacion de las resultantes de tensiones de traccion y

compresion.

Para hallar la tension maxima “c_, ” se utiliza el siguiente
max

razonamiento:

Suponiendo que el ancho de la pieza viene expresado por una
funcion b(y); de la ley plana de distribucion de tensiones resulta

que:

Sisfema riguroso
de coordenadas
Y
by
[ A

i =
|

X

1

Seccion Pieza

N
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» Todos los puntos de la seccion situados en una paralela al

o % y eje x tienen la misma tension.

« Se puede expresar la tension en cualquier punto en funcion

de la tensidon maxima.

—Se consideran las y positivas hacia abajo y conviene no olvidar

S que las o de compresién son negativas segiin convenio y las de traccién

positivas —

Para un momento flector positivo M:
C)_:_y_.(ymélx = F:J(?X'Gméx'b‘dx
v v

el equilibrio de fuerzas horizontales adquiere la expresion:

fz-cméx ‘brdy+ f-y—-cmax "bdy=0
v v

negativo positivo

es decir, eliminando ¢__ y v, que son constantes:

max

13 y-b-ay| =15 y-b-dy]

Ambas expresiones no son mas que el momento estatico “S_”
de cada uno de los trozos de seccion a ambos lados del eje xx.
El que sean iguales no es mas que la condicién de que el eje xx
incluye el centro de gravedad de la seccidn, por lo que la linea
neutra, que no tiene tensiones —ni deformaciones— pasa

por el centro de gravedad de la seccion.

En efecto, si se imagina la seccion recortada y puesta en
equilibrio sobre la arista de un prisma, la condicion de centro

de gravedad es que a ambos lados de la linea de apoyo:

Sy ”y dx-dy=S, sea igual.
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c;méx

La resultante de tracciones o compresiones es IF] = -S,

Se puede establecer la condicion de equilibrio de momentos
integrando el que producen la tensidn “o ” de cada banda
horizontal de la seccion de area “b-dy”, multiplicando cada
uno de ellos por su distancia “y” a la linea neutra; basta
observar el sentido de los diferenciales de momento “y- o b-dy”
para ver que todos van en el mismo sentido y que todos son
positivos, recordando ademas que

Opax " Y

v

g =

M = KY'G‘b'dy: fy-Gm,x-%-b-dy:cm-%fyz.b.dy

La integral no es otra cosa que ¢l momento de inercia I_de la

seccion respecto el eje x:
L= [y*bdy
A
IX ’ . L4
Se llama W, =~* médulo resistente de la seccion.
v

El moédulo resistente permite establecer una relacién directa

entre solicitacion y tensién maxima:

La férmula puede utilizarse en dos variantes:

PERITAJE:

Cou = W < f |permite comprobar que para una seccion
dada la tension méaxima no supera la
admisible.

PROYECTO:

ermite determinar, dado un material, el valor

del modulo resistente necesario y disponer en
consecuencia una seccidn suficiente.

8

<
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Es util ademas manejar otra propiedad geométrica de las

secciones:

Esta claro que a mayor area, mayor inercia y mayor modulo

resistente; pero si se quiere discernir la eficacia de una forma

como seccion de una viga, conviene definir el radio de giro

Agusldad de area la secuon ;.

de la dereths fendra mayor radio

. . }Ix
1'x =— fane Ix el U
de gire v por fanto mayor inercia y A A
modulo resistente que la de lo que mide la distancia cuadratica media del area respecto al eje

zquierda XX ; como se vera mas adelante, es el parametro relevante

para determinar la eficacia de la forma de una seccion.
La expresion de la distribucién de tensiones permite a su vez
establecer una formulacioén alternativa para la curvatura local

de una viga:

i__gméx
R v
€ _Gméx
max E 1 M
M . . > LT
Gméx:_ Gmax:M Y gmé\x:l\/l Y R EIX
W, I E-I
I
W, ==
v

Se pueden pues emplear alternativamente las siguientes

expresiones para la curvatura local:

—La ultima expresion sélo es valida para secciones simétricas

respecto al eje xx—.
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DISTRIBUCION DE TENSIONES TANGENCIALES (1)

Elequilibrio de fuerzas verticales determina que la solicitacidn
de esfuerzo cortante solo puede traducirse en temsiones

tangenciales t y es evidente la expresion:
V=([t-dx-dy

Para averiguar la distribucion de tensiones tangenciales en la
seccion o més sencillo serfa hacer una hipotesis semejante a
la de Navier que no podria ser otra que la de distorsion
“@”constante, lo que conduciria a una “t” constante en toda la
seccion.

[T9aS 3]

Desgraciadamente la distribucién de “1” resultante no es
congruente con la distribucion de “c” ya obtenida y se opta
por hallar una distribucién de “t” congruente con la de “c”
aunque ello implique una inconsistencia geométrica que solo
es grave en las proximidades de los apoyos o en el caso de

vigas poco esbeltas.

Para establecer la distribucién de “t” basta recordar que la
tensién de cortadura debe en cada punto ser igual a la tension
rasante indisolublemente ligada a aquélla -—si s6lo hubiera

tension de cortadura el elemento giraria—.

Se saca partido de este hecho formulando equilibrios parciales
de una rebanada de pieza; lo que sirve para calcular la magnitud
del rasante en distintos puntos de la seccién —de antemano
sabemos que en los bordes superior e inferior el rasante debe
ser 1 =0, ya que no hay ningim vinculo exterior que pueda

equilibrar un rasante significativo—.

Se empieza calculando el rasante 7, a la altura de la linea neutra,
donde salvo excepciones que se discutiran mas adelante, el

rasante y por ende el cortante alcanzaran su valor maximo.

10

cortante rasante
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Si se dan dos cortes paralelos en una zona de
viga donde haya esfuerzo cortante se puede
expresar el momento en el corte a la derecha

en funcién del valor M del corte a la izquierda:
M+dM =M+ V-dx
dM = V-dx

Si se plantea el equilibrio de la parte de la
rebanada por debajo de la linea neutra llamando
“b,”al ancho de laseccion a esta altura, la inica
manera de que haya equilibrio de fuerzas
horizontales en el trozo inferior de la rebanada
es que exista en el corte una fuerza de magnitud

“dF” que sera la resultante de las tensiones

rasantes:
dM V-d
1, by dx=dF == 1=
z z
A%
T = es el valor maximo de la
z-b,

tension tangencial
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Para cualquier corte distinto de la linea neutra el volumen de l - A

tensiones I en el trozo de rebanada siempre es menor que F:

x
=" pdy = 2mex [V dy = D ]

Fy_.‘.yomélx ;bdy_ v J.yybdy* v Sy Q
Siendo S_el momento estatico del trozo de seccion por encima Sa
de una linea horizontal situado a una distancia y del eje x !
respecto al eje x - ;

. O c_, S S

F o=—mi . o mi.Q Y oL

v v S, S,

%
o !ocr

Alser S ” el momento estatico del Area punteada respecto
a la linea neutra tiene un valor maximo para y =0 —a
linea neutra—-y un valor 0 en los bordes superior ¢ inferior de
la seccion.

La manera mas sencilla de hacerse una idea del valor maximo

[P

de las “t”es suponer que las tensiones tangenciales se

distribuyen uniformemente en un area de magnitud b, x Z z
Para una seccion rectangular la distribucién de “1” es
parabdlica. S
\\.>
vV_ vV Y TNV~
1. =T, =———=——= [ — s
0 max b .7 2 3 b ] d /// \\\\\7
b-—-d -

Conviene advertir que si la forma de ia seccidn tiene algin
estrangulamiento, aumentaran considerablemente las tensiones
méaximas de cortadura. -

J—

12
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Como regla simple del lado de la seguridad: el drea
7 equivalente en la que puede suponerse que se distribuyen

area uniformemente las tensiones tangenciales a efectos de
equivalente
calcularel t_,

a;

. es un rectangulo de altura Z y de ancho el

minimo entre las resultantes de compresion y traccion:

— N -

I - Afortunadamente las distribuciones de tensiones normales y
e tangenciales tienen los méaximos cambiados y lo mismo sucede

con los puntos de momento y cortante méximos a lo largo de

las vigas apoyadas por lo que no es generalmente necesario

o) f
buscar las direcciones principales de tensidn.
[ ] En los apoyos intermedios de las vigas continuas se producen
"“Redondeo para a la vez cortantes y momentos maximos; y debido a la forma
evitar una
combinacion de distribucion de tensiones tangenciales en los perfiles

peligrosade o, ©
faminados, en la union del alma con las alas, la tension normal

es casi la maxima, mientras que la tangencial también lo seria
si no se corrigiera el disefio, redondeando la unién para

reducirla.

13
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TENSION ADMISIBLE A CORTANTE —TENSION
DE COMPARACION—

LY

P

M=1

La complejidad del estado tangencial de tensiones que implica

Mmax

simultdneamente tracciones y compresiones hace que ain en
materiales isotropos como el acero la resistencia a cortante Tose
sea +/3 veces menor que a traccion o compresion, es decir,

una tension segura de 100 N - mm™ para un acero A42.

En materiales que resisten poco a traccion en alguna direccion,
la resistencia a cortante es nula o muy escasa. En el hormigdn

su valor se sitia alrededor de 0,4 N - mm™=2.
Mmax

La madera tiene una escasa resistencia a traccion en direccion

perpendicular a las fibras, lo que reduce su resistencia a cortante

a un valor del orden de 1 N - mm2. Tmax

Tensiones de comparacion N-mm™*

compresion  traccion cortante p

Acero A-42 170 170 100

Hormigon H25 10,4 - 0,4

I 1

Madera 8-10 8-10 1,0 W

14
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FORMULAS

Geométricas
Area: A= ”dx -dy
7,7t_ N Momento estatico: S = I Iy.dx.dy
i : ;
- } & L ! S Momento de inercia: [ = J.J.yz -dx-dy
T
oo i ) . Ix
l ‘» Moédulo resistente: W, = S
N 4 1
. . . I,
Radio de giro: L= A
Distribucién de tensiones:
M
cymz’ix = W—
J o= Gméx ’ Z
o X v
c ! i Vv
\‘/ Tm1x =
| b, Z
B \ i
Omax =1 ' i ' &
méx SO by

S, = momento estatico de la parte comprimida o la
extendida de la seccion.

/ S, = momento estatico respecto al eje X de la parte

rayada.

/ ‘ Fi‘ Curvatura local:
! i_smx”sfksz_ M 2-¢
R V d E-I d

15
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Consideraciones geométricas sobre Inercia, Radio de giro

y Médulo resistente.

« Las inercias de una seccion respecto a ejes que pasen por
el centro de gravedad, forman una elipse con dos valores |

maximo y minimo en direcciones perpendiculares entre si.

Representamos las inercias de una seccidn res-

«La suma de las inercias respecto a cualquier par de ejes pecto a ejes que pasen por su centro de grave-

dad, por vectares perpendiculares a cada eje,

perpendiculares entre si es constante e igual a la inercia los extremos de los vectores forman una elipse

con valores maximo y minimo para direcciones

central I respecto del centro de gravedad: perpendiculares entre si.

L+L =14 .. =]

0

I, = “rz dx-dy= J.J-yz-dx-dy-k ”xz-dx-dy

I, =1 +1

En secciones tales como

| E—

i

16
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Inercias y médulos resistentes de varias figuras

geomeétricas:

Seccién rectangular maciza:

b A=b-d
% b d/2 bd3
I = 2bd = — 3 2:
Ty 3[ v 12
d 2
Load
12
I d
| i, =, > =—+==029-d
X A ﬁi
2
woolo_bd 1

P A:n-d2
) 4
1 d/2 d4
I — 2.n.r.dr_r2:2_n___ r4 . P
| Sl
I,(:I—O.:Tl:.d4
2 64
2
Load
16
F LS

17
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Seccién circular hueca de pared delgada:

A=pxdxt
2 3
IO:n-dt-d—:nd !
4 4
I L nedlt
2 8
2
IX:A-d—
8
i = o4 _g3s5.q
A 3
n-d’ -t
2
W, = g _md t:lA-d
d 4 4
2

Perfiles laminados y secciones rectangulares huecas.

Lead
6 3

2
I xadl walag
T
i e 9 _g05.d
A 16

oAl w-olag
4 2

i =4 g5
A V4

18
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INFLUENCIA DE LA FORMA DE LA SECCION

A igualdad de area el mayor médulo resistente corresponde a
la seccidn inconexa: A - d/2 y el menor a la seccidn circular

maciza: A - d/8.

A igualdad de canto, una seccion circular maciza necesita
cuatro veces el area de una inconexa para alcanzar la misma

eficacia a flexién.

; :%:\ZZ‘:‘ WX:2-A-%—=A-d-2-(i—‘j~
i/d W
drea A constante
=
: QJ 0,5 12 Ad

> :‘ :f—
L L
s, 1 ! N 0,41 173 Ad

\; 0,355 1/4 Ad
|
d
]
\ 0,29 1/6 A-d
(AN 1 ! I
T rqﬁ% |
e e
) | ’I Pl 0,25 118 Ad
|
19
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SECCIONES COMPUESTAS. TEOREMA DE STEINER.

Para calcular la inercia de una seccidon que puede

descomponerse en varias partes de geometria sencilla.

En cada uno de los trozos:

I
\
\

Y=Y+ Y, >siendo y, la ordenada del c.d.g. ey, la e I 6
ordenada respecto al centro de gravedad local |’
1

y2 = (yl +yloc)2 = yi2 + y1002 + 2 x yi x yloc i

Para cada uno de los trozos:

0
2 _ 2 2
fIy"rdx-dy="y; -[ldx-dy+[lyj,-dx-dy+ 2-y;-[[y,,-dx-dy

ordenada A
desdeelc.d.g

i |5 mormentoestatico
del total del 4rea sobre el c.d.g. local
-nulo por la propia definicién de c.d.g.-

Para el total:

1= YAxy?+¥L

La inercia de una seccion compuesta es la suma de los
productos de las dreas de cada parte por los cuadrados de las
distancias vespectivas entre los centros de gravedad locales y
el centro de gravedad de la seccion total, mads la suma de las
inercias de cada una de las partes de la seccion respecto a su

centro de gravedad.

20
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LIMITES DE VALIDEZ DEL METODO ELASTICO

En el modelo elastico se considera agotada la capacidad

rEsisEnte de una seccion cuandoo,, = f  lo que conduce a

ax

algunas paradojas:

1. s
h=—-d . . .,
12 Suponiendo una viga de seccion cuadrada con un
Wbl
Viw=S M
V== 6 Mmax _M = szix W ‘<‘f
X
a® Si se gira la viga 45° la inercia de la seccion sigue siendo la
[, =—
Y misma—ya que la elipse de inercias de una seccion cuadrada
es una circunferencia— pero el médulo resistente disminuye
al aumentar v.
1
Si se gira la seccién, la inercia seguira sien- Ia = Ix W, = \/, W, =0,71- W,
do la misma, pero la distancia v de la fibra 2
mas alejada del c.d.g. ya no es de d/2 sino
o/ con la consiguiente disminucién de Las tensiones méximas en la viga girada seran, por tanto, V2
w tant to d : (s o
« ¥ portanto aumento de O, veces mayores y teéricamente resistird una carga V2 veces
M
| menor, lo que parece razonable.
v g
y 12~ _ & . . o
I ¢ Wy==og 5 6 Ya no lo es tanto el que si se cortan los picos, disminuye la
~-dv2
2

inercia menos que v, con lo que aumenta el médulo resistente,
de lo que resulta el contrasentido consecuencia del modelo de
que pueden encontrarse ejemplos en que quitando material
se aumenta la resistencia tedrica de una viga —lo que desde

luego no puede probarse experimentalmente; ya que sucede lo
Si se eliminan “los
SECOS" lainercia contrario lo que significa que el modelo eldstico tiene
isminuye, pero mas
D> despacio que V por lo
geamgizeW, dela

seccién girada con el
canto completo. Se puede afin fabricar un ejemplo mas claro de la inconsistencia

limitaciones para predecir situaciones de rotura—.

del modelo para predecir la rotura:

Si a una seccidn se le afiaden dos barras delgadas disminuye

su modulo resistente, lo que no parece razonable —puede

21
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corroborarse experimentalmente; aunque efectivamente los
afladidos pueden y suelen romperse, ello no afecta a la

resistencia de la viga original—

La realidad es que por la forma de la gréafica de tension-
deformacion, cuando se sobrepasa la deformacion €, no se
destruye el material, simplemente las tensiones de la zona
deformada por encima de g permanecen constantes. La
cuestion merece un analisis mas detallado que se desarrolla a

continuacion.

22

Si a una seccidén cuadrada le anadimos
dos piezas como las de la figura, su W_
disminuye:

11:i-a-b3 == li3iog,75
12 12 12
w=h_ 875 45
Vo115
l,=6,75+2-{l.a+A-a-d*)=9,2
W, =92 _368<45
2,5
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Deformaciones

Curvatura
I/R

Tensiones

momento

MODELO PLASTICO

Si se imagina un proceso progresivo de curvatura de una
rebanada de material elastoplastico cuando las deformaciones
sobrepasan el limite elastico £, las tensiones constantes e iguales
a c, para toda la zona en que €>¢, por lo que en lugar de
producirse la rotura se pierde la proporcionalidad entre
momento y curvatura pero sigue aumentando el momento
resistido por la seccién (a costa de acumular deformaciones

permanentes).

Gmax

P

(genérico)  (altimo

W-f

elastico) (Gltimo pléstico)

W-o, WP'Ge
23
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M
Wh.oe 1,5
Me|
1
Wr.ce
Myjp-— ZEnh
/R
M
1 T
Ee 1
\ R

En el limite, la seccién tendré una curvatura infinita y resistira

un momento M =W -6 “M_” es el momento plastico de la

seccion, su relacién con el momento resistido en periodo

L . . IR
elastico depende de la forma de la seccidén que determina la

relacion entre los médulos resistentes plastico y elasticos:

W, W, W, /W,

=

L La.d |
e 2 2

La.d LS 4 115

3 3

1 1

“Ad LAd 1,27

4 T

1y LA 1,5

6 4

1 2

—~A-d —A-d 1.7

8 3n ’

el modulo resuistente plastico W, se obtiene dividiendo la
seccion en 2 partes iguales y hallando la distancia entre los

A-Z

P

centros de gravedad Z W, =
24
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